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1 Calcolo di P(X <Y), con X,Y esponenziali

Siano X ~ FExzp(A),Y ~ Ezp(u), con X e Y indipendenti, e A\, > 0. Sono
interessato a calcolare la probabilita che X > Y. A tale fine richiamiamo la
formula delle probabilita totali vista nello studio di v.a. discrete:

Data una partizione By, By, ..., By dello spazio degli eventi €2, abbiamo che,
preso un evento A, vale la seguente formula

k
P(A) = P(AIB) - P(B))

Un fatto interessante e che, dando un significato molto preciso alla probabilita
P(X <Y |Y =y), con X,Y v.a. continue, ¢ possibile espandere la formula
delle probabilita totali anche nel caso continuo. In particolare, date X,Y v.a.
continue, vale la seguente

PX<Y)= [ PX <yl Y =y) f)dy
Applicando la formula troviamo quindi
PX<Y)= [ PIX <yl Y =y) f)dy
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Notiamo che il risultato trovato ¢ conforme alle nostre aspettative. Infatti, piu
cresce A e piu e alta la probabilita che X < Y. Inoltre notiamo anche che la
formula e simmetrica rispetto a A e pu.

Osservazione 1.1. Il calcolo di probabilita della forma P(X > Y) ¢ molto
utile nello studio dei processo di Poisson. Infatti, se vado a definire due flussi di
Poisson, uno con v.a. che sono i.i.d. a X, e ’altro con v.a. che sono i.i.d. a 'Y,
allora se sono in grado di calcolare P(X > Y') sono anche in grado di calcolare
qual’e la probabilita che il primo evento del primo flusso di Poisson accada dopo
del primo evento del secondo flusso di Poisson.



2 Gl incrementi di (N;);>p sono v.a. indipen-
denti

Sia N := (IVi)¢>0 un processo di Poisson di parametro A. Andiamo adesso a
dimostrare, almeno in parte, la seguente proprieta:

Gli incrementi di un processo di Poisson su intervalli di tempo disgiunti sono
v.a. indipendenti tra loro.

In formula, Vk > 2, V0O <31 <t1 <89 <ty <...<sp <ty leva.

Ny, — Ny, s Ny = N,

k Sk

N, — Ns
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sono indipendenti tra loro. Inoltre, fissato 1 < h < k, abbiamo che
Ny, — N, ~ Poisson(A(ty, — sp))

Quello che effettivamente andiamo a dimostrare noi € un caso particolare, in
cui gli incrementi sono adiacenti. In particolare dimostriamo che dati Ny — Ny
e Nyys — Ny due incrementi adiacenti di un processo di Poisson N, con t+s > s
e Ny = 0, abbiamo che

N, L Nyos— N,
N, ~ Poisson(As)
Niys — Ny ~ Poisson(\t)

Per raggiungere tale risultato andremmo a dimostrare che, Vn.k € N:
P(Ng:n’Nt+s_NS:k):P(Ng:n)'P(Nt+s_Ns:k)
()\S)n —As ()‘t)k 67)\15
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Osservazione 2.1. Notiamo che, se vale tale relazione, allora sicuramente N,
e Niis — N; sono v.a. indipendenti. Inoltre, valgono anche le rimanenti due
condizioni, in quanto,

P(Ny;=n) =Y P(N,=n|Niys— Ny = k)P(Npys — Ny = k)
k

= P(N, =n)P(Nis — N, = k)
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In quanto ()‘,:!) e ¢ la densita di una v.a. di poisson con parametro At.
Ma allora Ny ~ Poisson(As). La stessa cosa poi puo essere fatta per Nyys— N;.




Procediamo quindi con la dimostrazione.
Proof. Iniziano notando che
P(Ns=n,Ntys—Ng =k) = P(Ns =n, Npys—Ns < k)—P(Ng = n, Nyps—Ng < k—1)

Cosi facendo abbiamo ridotto il problema del calcolo di P(Ny = n, Nyps —
N, = k) al calcolo di P(Ng = n,Nyys — Ny < k). Notiamo poi che, dato
che nell’intervallo di ampiezza t tra s e s + ¢ ci sono stati meno di k£ eventi,
e dato che al tempo s ci sono stati n eventi, abbiamo che al tempo s + t ci
possono essere stati al massimo n + k eventi. Ma allora, I'(n + k + 1)—esimo
evento avverra sicuramente in un tempo > s + t. Ricordando che S,ir+1 =
Snt1+ Xnt2 + ..+ Xngkt1, e definendo Z := X, 1o + ... + X;, 4 +1, Otteniamo
la seguente

P(Ns :n7Nt+s 7Ns < k) :P(Sn <s< Sn+17 S7L+k+1 > 5+t)
= P(Sn <s< Sn+17 Sn+1 +Xn+2 + ...+Xn+k+1 > 5+t)
= P(Sy <5< Sns1, St Xn+2Z>s+1)

con X, ~ Exp(A), Sy, ~ Erl(n,\), Z ~ Erl(k,\), dove ricordiamo con Erl(k, \)
intendiamo una v.a. continua con la seguente densita

)\kl,kflesz

Andando a riscrivere otteniamo
P(Ns :Tl,Ns+t —N; < k‘) :P(Sn <s< Sn+1, s+t < Sn+Xn+1+Z)
=P(S, <8,S,+Xpnt1>8,s+t< S, +Xpi1+72)

Applichiamo adesso la formula dell’evento certo (caso continuo), alla v.a. S,
per ottenere

P(S, <88, +Xpt1 >8,8+t< S+ Xpi1+2) =
(o]
:/ Ply+Xnt1>s,s+t<y+Xpp1+72 | S, =vy)- Fs,(y)dy
—o0

)\nynflef)\y

(n—1)! dy
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Dato S, ¢ indipendente da X,, ;1 e Z, il condizionamento cade e troviamo

)\nyn—le—)\y

(n—1)! dy

/ Ply+Xpy1 >s,5+t<y+Xnp1+72)-
0

Andando poi ad applicare la formula dell’evento certo alla v.a. X,,11, troviamo

s 0o )\nyn—le—ky
/(/ P(y+m>s7s+t<y+x+Z|Xn+1=x)-)\e_’\“’dx)wdy
O - .
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In modo analogo a quanto visto prima, Z e indipendente da X, 41, e quindi
anche questa volta il condizionamento cade. Inoltre, dato che y < s, 'evento
y—+ax > s e verificato se e solo se z > s —y > 0. Unendo queste due osservazioni
troviamo

)\nyn—le—)\y

o Y

S oo
/(/ Ply+az>ss+t<y+z+2Z) e dx)

0 s—y
Arrivati a questo punto osserviamo che levento (s +t¢ < y + x + z) equivale
all’evento (Z > s+t —y — x). Inoltre, dato che Z & di legge Erlang, abbiamo
che Z assume solo valori > 0. Dunque se (s+t—y—xz <0) < (z > s+t—y)
allora P(Z > s+t —y — x) = 1. Posso quindi semplificare l'integrale interno

nel seguente modo

/ P(Z>s+t—y—x) A dz =

-y

s—y+t )
= / P(Z>s+t—y—a)\e dr+ / 1-de Mda
s—y s—y+t
s—y+t [e'e)
= / (1-P(Z< s—&—t—y—x)))\e_mdx—k/ 1-de Mdx
s—1Yy s—y+t

Dal fatto che Z ~ Erlang(k, \), abbiamo gia fatto vedere che

L’integrale interno diventa quindi

—y+t k=1 ;
/5 Y (8 +t—y— -13)] e—)\(s—&-t—m—y)Ae—)\mdx + e—)\(s—y—i-t)
s—y =0 (S+t*y*$)'

Andando a sostituire la formula per I'integrale interno in quello esterno otteni-
amo

s A"
/ e*)\(S*ert) 7yn7167)\ydy +
0 n )!
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Semplificando il primo termine otteniamo
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Semplificando il secondo termine invece otteniamo

sk 1 )\j—&-l)\ﬂ
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Cosi facendo abbiamo calcolato

n n k-1 j+1
_ _ s+t (As) “ags+t) (As) At
P(N, =n,Nyps — N, <k)=e oo §:0 T
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A
hej41 — = -A(s+ 1)

Dunque, la probabilita che volevamo inizialmente calcolare & pari a

P(Ns:Tl,Nt_‘_s*Ns:k):P<Ns:n7Nt+S*NSSk)*P(NS:TL,NtJ,_S*NSSkﬁ“l)
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